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Generative Discriminative
Objective
function

joint distribution p(x,y) Conditional distribution
p(y/x)

Parametric
assumptions

Class densities Class boundaries

Parameter
estimation

"easy" "hard"

Advantages More eff icient if model
correct, borrows strength
from priors

More flexible, robust
because of fewer
assumptions

Disadvantages Bias if model is incorrect May also be biased.
Ignores information from
priors

Adapted from “Discriminative vs informative classifiers”
Y. Rubistein and T. Hastie, KDD’97

12

❚ à á á â ã ä å ä æ ç â è ä é æ ê â ä á æ è ä ë ì í ä î ä ì í ä ì ç ï ë é ä ì ç ð äê æ ñ ä ê é æ ê â ä ò

❚ ó ô õ ö õ ÷ ø ö õ ù

❚ ú õ û ø ü õ ý

þ ÿ � � � � � � � � � 	 � � � 
 � 
 � �

)y/x(p)...y/x(p)y/x(p)y/x(p d21=







=
=+





=
==

)Fy(p̂

)Ty(p̂
log

)Fy/x(p̂

)Ty/x(p̂
log)x(LGen







=
=+





=
== ∑

= )Fy(p̂

)Ty(p̂
log

)Fy/x(p̂

)Ty/x(p̂
log)x(L

d

1i i

i
Gen



13

❚ 
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ! � " # � � � # �  $
❚ % & & ' ( ) * + ' , - . , - / + ' ) ' 0 / 1 * 2 ) 1 / / * + + ' 2 / ' - 3 4 , - ) 1 5 + ( 6 7

❚ % & & ' ( ) * + ' , - / 1 2 ) , 2 * 1 * - 0
❙ 8 9 : ; < : = > ? 8 @ > 8 A < B C D E E F C G H I J K L I M N K I O P J O L
❙ M Q R S T U V W X Y Z [ \ ] \ ^ Z _ ` \ ^ a b Z [ \ a _ c \ [ d c Z e f ` ^ g h i d a a d a f j

❚ k l m m n o p q r

❙ s t u v t w x y z { { | } ~ � � � y � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

)by(count

)byax(count
)by/ax(p̂ i

i =
=∧====

s2)by(count

s)byax(count
)by/ax(p̂ i

i +=
+=∧====

14

� � � � �   � ¡ � ¢ £ ¤ ¥ ¥ ¦ ¥ § ¨ © £ ª © «



15

¬ ­ ® ¯ ° ± ¯ ² ³ ´ ® ³ ´ ° ° ¯ ­ µ
❚ ¶ · ¸ · ¹ º » º ¸ ¼ ½ ¾ ¿ º À À Á ¾ Á º Â » ¼ β ∈ ℜ Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë È Ì Í Æ θ
❚ Î Ï Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × )x(Lx DisT e1

1

e1

1
)x/Ty(p −θ−β− +

=
+

==

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

L
Dis

(x)=β  x + θ

p
(y

=
T

/x
)

Ø Ù Ú Û Ü
)x(L

)x(L

Dis

Dis

e1

e
)x/Ty(p

+
==

)x(LDise1

1
)x/Fy(p

+
==

16

Ý Þ ß à á â à ã ä å ß ä å á á à Þ æ ç ã Þ æ â è é
❚ ê ë ì í î ï ð ñ ò í î ó ô ì õ í ô ñ ô ö í ÷ ï ö í ø ù ù ð ï ò ú í ô ì ú í ù î

❚ û ü ü ý þ ÿ � � � � � � � ü � � � � � � 	 � 
 � � � � � 	 � ü 
 � � � ÿ � � � �

❚ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " � � � � # � �  � � � $ � � �

),;x/y(p̂maxarg)ˆ,ˆ(
m

1j

)j()j(

,
ML θβ=θβ ∏

=θβ

∏
=

θ+β

θ+β

θβ +
=θβ

m

1j
)x(

y)x(

,
ML )j(T

)j()j(T

e1

e
maxarg)ˆ,ˆ(



17

% & ' ( ' ) * + , - ' . ' + / 0 1 , 2 3 0 ) 2 ' , 4 + / ' & ' ( ' ) * + , - ' . 0 1 ' 5 , 2 3 ) 0 ( &
6 7 8 9 9 : ; < 9 = > = ; 9 8 < : : ; ? = 9 = @ < A @ B < : 8 C = ; 9

D E F G H I F J K L I M E E G I N E O P Q R I G S J T I U J E

18

V W X Y X Z [ \ ] ^ X _ X \ ` a b ] c d a Z c X ] e \ ` X W X Y X Z [ \ ] ^ X _ a b X f ] c d Z a Y W



19

g h i i j k l m n o j o p k q m r s k t u h s t m r v

❚ w x y z { y | } ~ � � � � � � � � } � � x z � } � � | x � | � � } � y � � � y � ~ � �
� y � { � � } | x � y � | { � } � } � � y � � � � � y �

❚ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
❙ � � � � � � � �   � ¡ ¢ � � £ ¢ ¤ ¥ ¦ § � � ¨ ¢ © ª � § « � ¬ ­ ®   ¥ £ © ¯ § � � � ¨ � ¨ £ ¢ ° � � �   ¢ ¤� � ¢ �   ¥ ¤ ¢ § ¥ § « ¢ � ¥ � � ¢ ¤ � ¥ ¨ © � ¨ £ � ¥ � ±   � § � ¥ ¨ � ¢ � ¨ ¤
❙ ² « ¢ ³ � � ¡ ¢ ´ � µ ¢ ¤ �   � ¤ ¤ � ¶ � � � § � ¥ ¨ � ±   ¢ � ¤ � ¤ � � �   ¢ ¶ ± ¨ � § � ¥ ¨ ¥ ¶ ¢ � � � � � � �  � ¡ ¢ � � £ ¢ ¤
❙ · ¸ ¹ º ¹ » ¼ º ¹ ½ ¾ ¸ ¹ ¿ ¹ À Á Â Á ¼ Ã Â Ä Å Â ¹ ¿ ¼ Ã ¹ Æ Ç Á º Á À Å È Å É ¹ º Å Ê ¹ Â Å º ¹ À È ¼ Â ¹ ¾ ¼¾ ¸ ¹ ¿ ¹ À Á Â Á ¼ Ã Â ¿ ¹ º Á É ¹ ¿ » º ¼ Æ Á Ã » Á Ã Á ¾ ¹ ¾ º Å Á Ã Á Ã Ê ¿ Å ¾ Å

❚ Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Î Ò Ó Ô Õ Ï Î Ö × Õ Ó Ö

20

❚ Ø Ù Ú Û Ü Û Ý Ú Û Þ ß Ù à á ß Ù â Û Ù Û Ü ã Ú ä å Û æ Þ ä Ý ç Ü ä è ä Ù ã Ú ä å Û é ê ë ì íî ï ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ú ý þ ü ø ü ú ý ÿ ø � � ÷ ü ú � � � ù ÷ ú ù � ý � û
❚ � ý ÿ � � � 	 


∝ � � 
 � � 

∝

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � �  � � � � � ! � � � � � � � � " � � � ! � � � � #
❚ $ � � � � � � � � ! � 
 � � � � % ! � � � & �  � & & ' " � � � � � � � � � (
❚ ) * + , + - . / . + 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : 6 ; < = > 4 ? @ A B C D E : 5 6 4 @

ξ F 6 7 8 9 G ∝ H ≥ ξ F 6 ; < = G ∝ H
❚ I J K L K M N O N K P Q R S T U V W X Y Z T [ \ ] ^ _ U ^ ` a T ] a T _ _ ^ \ b c U V T bd ^ U V V ^ ] V e a \ Z f Z ^ [ ^ U g

h i j k l j m n o p q p r p q s t n t u v t t w x y m n k r t







+ξ≤ξ ∞ d

m
log

m

d
O)h()h( ,DisDis



21

z { | } ~ � � � ~ � � { �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  
❚ ¡ ¢ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ ¦ ¢ ¥ © ª « ¨ ¬ ­ ¨ ® ¯ ° ± « § ¦ § ¨ ² ¨ ® ³ « ´ µ ¶ · ¥ ¸ £ ¦ ² ® « ° ¹
❚ º » ¼ ¼ ½ ¾ ¿ ½ À Á À ½ Á Â ¼ ¿ ½ Ã Â ¼ Â ¼ À ½ Á Ä À Â
❚ Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï É Ð Æ Í È Æ p̂

2m2e2)|pp̂Pr(| ε−≤ε≥−

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

2
e

-2
m

e
2

m

ε  =  0.05
ε  =  0.1
ε  =  0.2

Ñ Ò Ó Ô Ó Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã äå æ ç è é ê ë ì æ í ê å î å ï ðñ ò ó ô õ ó ö ÷ ø ù ú û ô ü ý þ ù ö ÷ ô ý ÿ � � � �� � � � � 	 
 � � � 
 � � � � � � � � � � � �� � � � �

22

❚
� � � � � �  ! " � # � $  � � % $ & ' (  ) � $

❚ * + , - . / 0 1 , 2 3 4 , 5 6 7 8 5 3 4 9 + : ; / 0 4 9 8 < = 3 7 8 5 , 4 7 - 3 8 8 0 => ? @ A B C > D E F G H B C C @ I J K @ L δ M N O P Q O R S T N U N V W V P X T YZ [ \ ] ] \ ^ _ ` a b \ c ` a d e f g h i i j i k l m n
δ o p q r s t u v w v x y x p z u {

t r | r x } x ~ � w � p t x ~ � � x { { r t r ~ p p q w ~ � � p q r ~

❚ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � �   ¡ � ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ ©
ª « ¬ ­ « ® ­ ¯ « ° ± ­ ² ³ ´ ´ µ ¶ · ¸ ¶ ¹ º » µ · ¼ ½ ¾

)B(P)A(P)BA(P)B(P)A(P)BA(P +≤∩−+=∪

δ≤δ+δ≤δ 21T d2

∑δ≤δ
d

i
iT



23

¿ À Á Â Ã Ä À Å Ä Æ À Ç Ä È À Æ Ä É Ã Ê È Ä Ë Ê Â Ê Â Ì Ã À Ë Í Ê Î
Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ð Ï Ï Ñ Ö ×

❚ Ø Ù Ú Û Ü Ý ε Þ ß δ à á â ã ä å æ ã ç è é ê ê ë ì ã í î ï í ä ð ñ ê ð ì ã
ä å æ ã ç ρ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú ÷ û ø ù û ρü ý þ ÿ � � � �

−ρ� � � � �
� � 	 � 
 � � � 	 ý 
 � � � � � � � � ÿ � � � � � � � �

− δ �
� � � � � � � � � � � � �  ! � � " � � � ! � # $ � � % � � " � & & � � � � $ " � �

! ' � %
…

%  � �  (
∈ ) * + , - .

≤≤














δε
= d

log
1

Om
2
1

1ii )by/x(p)by/x(p̂ ε≤=−=

1)by(p)by(p̂ ε≤=−=

24

/ 0 1 1 2 1 2 3 4 5 5 6 7

m

)by(count
)by(p̂

===

❚ 8 9 9 : ; < = > ? @ A B 9 9 < 9 B C D B E F C B G H F C I : J B A I K B E < JL M ∈ N O P Q R
❚ S T U V W X Y V Z V [ Y \ U [ Y T ] ] ^ U _ ` Y V W ` U ] a b c Y ] c _ Y _

❚ S T U d e f g g h i j k l m n o p q r s s t r u q vw x y z w o {

❙ | } ~ � � � � � � � � � ε � � � � � � � � δ � � � � � � � � � � �

❙ � � ε � � � � � � � δ � � � � � � � ≈ � � � � �

2m2e2)|pp̂Pr(| ε−≤ε≥−

( ) 1
m2

1

2
1e2)by(p)by(p̂Pr δ=≤ε≥=−= ε−

265
2

log
2

1
m

1
2
1

≈





δε

=



25

❚ � � � � � � � �   � ¡ � ¢ � ¡ � � £ £ ¤ � ¥ ¦ � � � ¦ � § � ¨ © � � ¦   ¨ � � ¥

❚ ª ¥ ¥   � � ¦ � � ¨ � � ¨ � � ¦ ¡ � � ¥ ¦ γ � � � � � § ¡ � ¥ § � ¨ « ¡ � ¥ ¥ ¬
¦ � � ­ £ � © © ¤ � ® ¯ ° ± � � ¨ ® £ © © ² £   ® ¤ ¯ � ³ � ¥

❚ ´ µ ¶ · ¶ ¸ ¹ ¶ º » · ¼ ¹ ½ ¾ · ¿ À γ À Á Â Ã ºÄ Å · Å º δ Æ À δ Ç
❚ È É Ê Ë Ì Í ∈ Î Ï Ð Ñ Ò Ð Ó Ô Ì Õ Ì Ö Õ Ì × Ø Ù Ú Ë Ô Û Õ Ü Í Ö Í É Ý É Ó É Ì Ù Ö Ê ØÞ ß à á â à ã ä å å æ ß ä ç æ à á è à ã ã á ã é ê ë Þ ß à ì ç í á ç ê á î ç ï é í ð

ä Þ ñ á ð Þ
δ ò ó ô õ δ ö

÷ ø ù ù ú ù ú û ü ý ý þ ÿ � � ù � � � �

)by(count

)byax(count
)by/ax(p̂ i

i =
=∧====

( ) 2
m2

1ii

2
1e2)by/x(p)by/x(p̂Pr δ=≤ε≥=−= εγ−

2
1

2
1 m2m2 e2e2 εγ−ε− ≤

26

� � � � 	 � 	 
 � � � 
 � � � � � � � �
❚ � � � � � � � � � � � � � � �

❚ � � � �  ! " # $ � % & $ '

❚ ( ) � � � * � � �
+

2122 d2d2 δ+δ≥δ+δ≥δ

)d21(e2
2
1m2 +≥δ εγ−














δε
=







δ
+

γε
≥ d

log
1

O
)d21(2

log
2

1
m

2
1

2
1



27

•0 •10 •20 •30 •40 •50 •60 •70 •80 •90 •100
•700

•800

•900

•1000

•1100

•1200

•1300

•1400

d (space dimension)

m
 (

lo
w

er
 b

ou
nd

 o
n 

tr
ai

ni
ng

 e
xa

m
pl

es
)

� ε   = 0.1
� ε   = 0.11

❚ , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 γ 8 9 : ; < = > δ 8 9 : 9 ?









δ
+

γε
≥ )d21(2

log
2

1
m

2
1

28







=
=+





=
== ∑

= )Fy(p̂

)Ty(p̂
log

)Fy/x(p̂

)Ty/x(p̂
log)x(L

d

1i i

i
Gen

❚ @ A B C C A D C E F G H < H A I A B J K L C M = B C M E < F < N M B M F O G P C Q R S T U VV W X Y Z T X V [ \ U ] Z W V X ^ Y X _ T ` a Z b V U ] \ W T Z c d V W Z X _ T X Y W] ` d e d ] f T U Y X _ Z Y g Y ` X _ V [ Y Z V ` W Y ] ` [ h X _ V e T U V a ` Y \ ] U Z d eg d ] W V X ] X _ V Y U g ] U U V W c ] ` [ V ` X i T d a V W Y ` _ j k l m ∝
❚ n o p q r

❚ s t u v w u r x q y u o z u x { | v ξ } ~ � � � � ∝ � � � � ξ } ~ � � � � �







=
=+





=
== ∑

=
∞ )Fy(p

)Ty(p
log

)Fy/x(p

)Ty/x(p
log)x(L

d

1i i

i
,Gen



29

−τ� � τ�
❚ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

❙   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬ ­ ­ ® ® ¯ ° ± ² ³ ∝ ´ µ ¶ ∈ · ¸ ¹ τº » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â
❙ Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ç Ë Ì Í Å Æ Æ Î Î Ï Ð Ñ Ò Ó ∝ Ô Õ Ö ∈ × −τØ Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â

❚ ã ä å
❚ æ ç ä è é ä ê ë ì å í å ä ì å ç í å î ï å ç ç ï ð ç ñ é è ò í ò ï ó ï å ô

❚ ã ä å τõ ò ä í å ç é ä ì ç è ó õ è ö å ç ä ì ÷ è é ä ã ø ù ú û ∝

ü ý þ ÿ � � � � � � � � � 	 
 � � � � 
 � � � 
 � � � 	 � � � � � � � 
 � 
 � �
� � � � � � � � � �  � ! " � � # $

















+ξ≤ξ ∞ m

dlog
OG)h()h( ,GenGen

)MM(Pr)(G FTD~)y,x( ∨=τ

30

❚ % & ' ' ( ) * ( + , & - & . -

❚ / ) * * . 0 ) 1 ( + 2 ) ( - & . - 3 4 - & & 4 5 & 6 2 ' 7 . 7 4 8 4 - 9 : . 2 ) . 6 . 2 -; 2 ' * 6 < = > ? @ A B C = A ε D

❚ E F G = G B H I G J = A F @ A






=







δ
+

γ
=ε

m

dlog
O

)d21(2
log

m2

1
1

K L M M N M N O P Q M L Q R S T U V Q W X P Y









δ
+

γε
≥ )d21(2

log
2

1
m

2
1

s'p̂









≤− ∞ m

dlog
dO)x(L)x(L ,GenGen



31

Z [ \ \ ] \ ] ^ _ ` \ [ ` a b c d e ` f g _ h g \ i f j k

−τl m τl
❚ n o

❚ p q r s t u v w v x y x p z u o q { | } ~ � � � � � � � � � � � � � � q { | } � ∝ � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � �

�

❚ � r p 





=τ

m

dlog
O

( )dO
m

dlog
dO)x(L)x(L ,GenGen τ=





≤− ∞

)MM(Pr)(G FTD~)y,x( ∨=τ

















+ξ≤ξ ∞ m

dlog
OG)h()h( ,GenGen

32

� � � � � � � � � � � � � � � � � � �

❚ � � �   ¡   ¢ £ ¡ ¢ ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª ¥ « ¬ ¦ ­ ® ¯ ¦ ¥ °
❚ 8 with only continuous features

❚ 7 with only discrete features

❚ ± ² ³ ´ µ ¶ ² · ¸ ´ ¹ ³ · º º ¶ » ¶ ¹ · ¼ ¶ ½ ² ¾ ¸ ½ µ ³ ¿ À º
❚ Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ä Ë Ì É Í Ç Î Ê Ì Â Ï Ê Æ Â Å Ä Ð É Æ Ñ Å Ã

❚ Potentially hurts logistic regression

❚ Ò È É Ã Ó Ô Õ Ö Ô × Ø Ù Ú Û Û Ü Ý Þ ß à á Û â ß ã Þ ä å æ ç è é ê



33

ë ì í î ï í ð ì ð ñ
ò ó ô õ ö ÷ ó ø

34

ù ú û ü ý þ ÿ � û � � ý ú û � � � � � �

0 10 20 30 40 50 60
0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

m

e
rr

o
r

p im a (c ont inuous )



35

� 	 
 � � 
 � 

� 
 � � � � 
 


36

� � � � � � � � � � �

❚ � � � � � � �  � ! " # $ % & # ' $ ( ) * + , & ( - . % / 0 1 2
* ' # ) $ ) $ 0 3 4 5 6 7 3 8

❚ 9 : ; < = > ? > @ < A B > C D > E F B G E H > I < = > A J
❙ K L M N O P L Q O R S M K R S M T U V O S W L T L
❙ X Y Z M R T M [ \ O Z \ O R R M Y K S M K R S M T U ] ^ [ U W L T L_ X Y S O \ L R Q ] ` T Y T M [ O \ \ Y \ a

❚ b c d e f g h e i j k l m i n g f h e o p q r s t u v w xy z r s v u t t { | v p q s } ~ p v ~ � } � y � r u p � � r y


